Systémes d'équations linéaires (SEL)

Un SEL de m équations et n inconnues est une collection d’équations linéaires aux inconnues

X1y Xp
ajnx1 + apxo + -+ -+ aipx, = by
amiX1 + amapXo + -+ 4+ ampXn = by
avec aj; (les coefficients) et b; (les seconds membres) des nombres réels, pour tout i =1,...,m

Théoréme (0 — 1 — o)
Un SEL admet soit...

Q aucune solution (systéme incompatible)
@ une unique solution (systéme compatible)

@ une infinité de solutions (systéme compatible)




Systémes linéaires : matrice augmentée et opérations élémentaires

aixi +apXo + -+ apXx, = by a ... ain| b

dm1X1 + Am2X2 + -+ AmnXn = bm dmi - dmn bm

Les opérations élémentaires sur les lignes
Q@ Permuter deux lignes Li < L;
@ Multiplier une ligne par un réel (non-nul) Li— M- L

@ Additionner un multiple réel d'une ligne a une autre ligne  L; — L; + A - L;

But : mettre la matrice augmentée sous forme échelonnée réduire pour faire

apparaitre la (les) solution(s) si elles existent.



Matrices échelonnées

Matrice échelonnée : Matrice échelonnée réduite :
ok E e s w % 10 % --- 0 # =
0 = = % ow % 0 1 = 0 = =
0 00 . wox 0 00 1 % o«
000 - 0 000 0
0 00 - 0 0 00 0

Les “*" et “1” sont des pivots.

lls occupent une position-pivot dans une colonne-pivot.



Matrices échelonnées

Nous avons vus trois cas en exemple :

1 0]1

o o 111 ) =  (s1,%) =(1,1). Les “1" sont des pivots.
30 =52

o 01 3|1 —  pas de solution! (0 = 1) Pivot dans la
0 0 0]1

“colonne du second membre”.

10 -3 4 e i
= infinité de solutions.
01 2]-3
Les pivots donnent des variables principales, les autres donnent des

variables libres (paramétres).




Vecteurs de R”

Nous regardons une collection de valeurs de n nombres réels (vy, vs, ..., v,,) sous la forme d'une

matrice & une colonne. On I'appelle un vecteur de R”, et se représente graphiquement par une

fléche
vi vi
v=1 "1, R" = .|, avec v, .., v, €R
Vi Vi
vy U = (v1,v2)
L R et

U1

S ——




Vecteurs de R”

Nous pouvons définir des opérations de bases :

Q Egalite: v=w < vi=w;, Vi=1,..,n
© Addition © Multiplication par un scalaire
%1 w1 vi+w Vi Awvg
Lo : ) f .
Vi AV,
AT
v
—




Vecteurs de R”

Les opérations addition et multiplication scalaire permettent de définir d'autres concepts

naturels :
0 o L'inverse de 7: —v % (_1)v
def

o Vecteur nul de R" :  Or» =

... et des propriétés algébriques :

EV1-i+v=v+4d EV5-(A\+p)V=AV+pv
EV2-(d+V)+w=0+(V+ W) EV6-1-v=V

EV 3 - \(uV) = (A\u)v EVT7-0p+vV=V

EV 4-\d+V)=\+\w EV 8 - V+ (—V) = Og»

Autre propriétés élémentaires :



Combinaisons linéaires

Soient vi,... v € R" et A\q,... A\ € R. Le vecteur
V=MV +...\,Vx€R"

est une combinaison linéaire (CL) de {v,... vi}.

On note

span{vi,... vk} (on note aussi “Vect” au lieu de “span”)

I'ensemble des CL de {vi, ... Vi}.

Question : comment déterminer si un vecteur v € span{vj,...v,}?



Lien avec les systémes linéaires

Théoréme (1.14)

Soient ay,...,a,, be R™.

Trouver les coefficients xq, . . ., x, tels que
xidy +...xp,dn=b (équation vectorielle)
est équivalent a résoudre le SEL associé a la matrice augmentée

B.
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Autrement dit,

—.

be span{a,,...,d3,} < (3 ...a,|b) est compatible.




Critére des pivots par ligne

Théoréme (1.15)

Soient ay,...,a, € R™.
Tout vecteur b € R™ est une CL de {a, ..., a,}
si et seulement si la matrice (a1, ..., a,) admet une forme échelonnée avec 1

pivot par ligne.

On dit alors que {&, ..., a,} engendrent R™ et on note
span{ai,...,a,} = R™.
by

1 —1|b _ 1 -3
est compatible
0 1 b2 0 0 2

pour tout b = (by, by) pour tout b = (by, by) (slt si by = 0)

) n'est pas compatible



Forme matricielle

aiiXy + - A aipXy = bl dil1 ... din X1 bl

!

AmiXy + *  + AmnXn = bm dmli ... dmn Xn bm

1 1 1 bl X1 = 7b1 — 3b2 — 10b3
A=12 -1 9 |, b=|b| = < x = —4b, +2b, + 7bs
X3 = —2b1 -+ b2 I 3b3




Théoréme (1.18)

Soit A€ Mp,»,(R). Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

O Vhe R™ |'équation AX = b admet au moins une solution x € R” (systéme

compatible).
@ Vbe R™, b e span{colonnes de A}.
@ R™ = span{colonnes de A}.
Q La forme échelonnée réduite de A admet au moins 1 pivot par ligne.

La condition “1 pivot par ligne” est nécessaire, car elle évite des lignes nulles qui

peuvent rendre le systéme incompatible.




Indépendance linéaire

Une famille de vecteurs {1, ... Vi} est linéairement indépendante (ou libre)
si aucun de ses vecteur est une combinaison linéaire des autres. Dans le cas

contraire, on dit que la famille est liée.

Théoréme
{Vi,...Vi} est libre si et seulement si

>\1‘71+"'+)\k‘7k:O]R" — )\,‘ZO, V1< i<k

Autrement dit, I'unique solution du systéme matriciel

(% - % | Ow)

est le vecteur nul.




Indépendance linéaire

Théoréme d'équivalence des pivots par colonnes

Soit A€ Mp,»,(R). Alors les propositions suivantes sont équivalentes.

Q L’équation AX = Or» admet comme unique solution le vecteur nul Ogs.
@ Les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

© La forme échelonnée réduite de A admet au moins 1 pivot par colonne.

V.

La condition “1 pivot par colonne” est nécessaire, car elle évite des variables libres

nulles qui donnent une infinité de solutions.



Représentation des solutions d'un SEL

Tous systéme compatible Ax = b admet un ensemble de solutions de la forme

S = p+span{w, ..., Vi}

ol
e p est une solution particuliére du systéme non-homogéne Ax = b

o span{vy,..., Vi} est I'ensemble des solutions du systéme homogéne AX = 0.

L'ensemble span{vi, ..., vk} (que nous verrons plus tard somme un sous-espace
vectoriel appelé noyau de A) correspond (dans R? ou R®) & une droite ou un plan

passant par |'origine. L'addition par p correspond a une translation.



